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Resumo
Movado de korpoj kaj lumo estas studitaj en gravita kampo de Schwarzschild. Pluraj
Doppleraj efikoj estas priskribitaj.
1 Enkonduko
En [1]–[6] ni studis la tempon cˆe la special-relativeco. Alia artikolo [7] nia estas finigˆanta,
zorgante pri difinojn de pluraj malsamaj intertempoj cˆe la gˆeneral-relativeco. Ni nun prezentas
specifigon de [7] por spacotempo de Schwarzschild,
ds2 =
(
1− ρ
r
)
(c dt)2 −
(
1− ρ
r
)
−1
(dr)2 − r2(dθ)2 − r2sin2θ (dϕ)2 , ρ := 2Gm
c2
. (1)
Ni zorgos pri pluraj movadoj en kampo (1), en ebeno θ = π/2 de regiono r > ρ.
Memoru ke movado de materio havas ds2 pozitivan kaj tiuokaze oni difinas infiniteziman
propran intertempon dτ kiel ds = c dτ ; alie, movado de lumo havas ds = 0.
En sekcio 2 ni priskribas konstruadon de koordinathorlogˆoj de metriko (1). En sekcio 3 ni
difinas Doppleran efikon kaj prezentas la nemikse gravitan Doppleran faktoron en tiu metriko.
En sekcio 4 ni skribas la diferencialajn ekvaciojn de geodezoj, kaj emfazas la gravecon de
konstantoj E kaj h de integro. En sekcio 5 ni studas cirklajn geodezojn, kaj sekcio 6 studas
aliajn cirklajn movadojn. Sekcio 7 montras, ke propratempo de cirkle movigˆanta korpo fluas
malpli rapide ol tio de korpo restanta en la sama radiuso. Gˆi priskribas ankau˘ Doppleran efikon
inter du korpoj cirkle movigˆantaj en la sama ebeno, kaj kun la sama rotacirapido. Sekcio 8
pririgardas interesan specialan okazon de lasta sistemo, prezentante nulan Doppleran efikon.
En sekcio 9 ni komparas la fluon de propratempo de radiuse geodeze movigˆanta korpo kun tio
de ripozanta korpo, kaj sekcio 10 kalkulas Doppleran faktoron en tiu movado. Fine, sekcio 11
aplikas niajn rezultojn al movado de satelitoj orbitante Teron.
2Figuro 1: Fonto restanta en pozicio r = a eligas lumon en kampo de Schwarzschild (1); tiu
lumo estas perceptata kun Dopplera faktoro (4), per observanto restanta en pozicio r = b.
2 Koordinathorlogˆoj
Cˆar la koeficiento g00 de metriko (1) pendas de r, tial du koordinathorlogˆoj de (1) estas identikaj
nur se ili estas en sama radiusa pozicio. Krome nur la koordinathorlogˆoj de infinito (kie g00 = 1)
estas normhorlogˆoj. Se normhorlogˆo (kiu montras dτ) estas fiksata cˆe koordinathorlogˆo (kiu
montras dt) en finhava radiusa pozicio, dτ =
√
g00 dt; cˆar g00 < 1, tial normhorlogˆo marsˆas
malpli rapide ol loka koordinathorlogˆo.
Demando: kiel estas konstruitaj la koordinathorlogˆoj de metriko (1)? Respondo: (formala)
ebleco estas unue fiksi unu normhorlogˆon en cˆiu punkto [r,θ,ϕ] de spaca teksaˆo; poste, uzante la
rilaton dτ =
√
g00(r) dt, rapidigi la marsˆon de cˆiu horlogˆo lau˘ gˆia radiusa pozicio r. Alterne, la
mekanismo de cˆiu horlogˆo estas nesˆangˆata, sed la ciferplato estas konvene sˆangˆata por kompensi
la fakton, ke dt > dτ. Fine sinkronigi ilin lau˘ Einstein [1].
3 Nemikse gravita Dopplera efiko
Frekvenco estas grava eco de luma ondo. Se frekvenco de lumo ricevata estas malsimila al tio
de lumo eligita ni diras, ke okazas Dopplera efiko. Tiu efiko estas mezurata per la Dopplera
faktoro, difinata kiel
Da→b :=
ν b
νa
, (2)
estante νa kaj ν b la propraj frekvencoj de lumo igita el a kaj observata en b, respektive. La efiko
nomigˆas rugˆigˆo se D < 1, kaj violigˆo se D > 1.
Simpla maniero por kalkuli D estas fari, ke fonto eligu du sinsekvajn lumajn signalojn,
apartitajn de infinitezima propra intertempo dτa. Se tiuj signaloj estas ricevataj kun infinitez-
ima propra intertempo dτb , la Dopplera faktoro estas
Da→b =
dτa
dτb
. (3)
Frekvencsˆangˆo pendas de interrapido de fonto-observanto, kaj ankau˘ de gravito. Speciale,
se ambau˘ lumfonto kaj observanto restas, kaj gravito estas nesˆangˆinta (gµν ne pendas de tempa
koordinato), ni kalkulas la Doppleran faktoron tre facile. Fakte, tiuokaze la koordinata in-
tertempo dt inter la eligitaj signaloj kaj la ricevataj estas samaj [8, pagˆo 416]. Cˆar por la du
restantaj korpoj okazas dτa =
√
g00(a) dt kaj dτb =
√
g00(b) dt , tial la (3) kaj (1) faras (vidu
figuron 1)
Da→b =
√√√√1− ρ/a
1− ρ/b . (4)
3Se a < b do D < 1, indikante rugˆigˆon; kaj se a > b do D > 1, indikante violigˆon. Se a = b
do D = 1, indikante neeston de Dopplera efiko. Atentu, ke la angulaj pozicioj de kaj fonto kaj
observanto restantaj ne gravas por (4).
4 Geodezaj ekvacioj
Cˆar la metrikaj koeficientoj de (1) ne pendas de t, tial la tempa geodeza ekvacio generas
g00dt/dτ = konst, kaj do
dτgeod =
1
E
(1− ρ/r) dt , E = konst . (5)
Cˆar ili ankau˘ ne pendas de ϕ, tial la azimuta geodeza ekvacio generas gϕϕdϕ/dτ = konst, kaj
do, en ebeno θ = π/2 ,
dϕgeod =
cρh
r2
(1− ρ/r) dt , h = konst . (6)
Konstantoj E kaj h estas nedimensiaj, kaj kvalite priskribas iun ajn geodezan movadon de
materio (movadon de tempa tipo) en ebeno θ = π/2 . Fakte, iuj ajn du tiel trajektorioj kun
samaj valoroj de E kaj h estas surmeteblaj per spaca rotacio en la ebeno.
Fine, por venonta uzo en sekcio 5 ni prezentas la duagrade diferencialan geodezan ekvacion
por r :
d2r
dτ 2
− ρ
2r2(1− ρ/r)
(
dr
dτ
)2
= r(1− ρ/r)
(
dϕ
dτ
)2
− ρc
2(1− ρ/r)
2r2
(
dt
dτ
)2
. (7)
Por kompreni la rolon de konstanto E en (5), konsideru normhorlogˆon movigˆantan geodeze.
Gˆi pasas preter punkto en radiusa pozicio r en loka momento t, kaj pasas preter najbara punkto
en loka momento t + dt . Do gˆia montrilo antau˘eniras dτgeod kiel en (5), inter la du pozicioj.
Atentu, ke la rilato dτgeod/dt ne pendas de la direkto de movado de horlogˆo.
Praktika esprimo de konstanto E estas havita el (1) kaj (5),
E =
√√√√ 1− ρ/r
1− v2/c2 , (8)
kie v estas funkcio pendanta de movado (geodeza au˘ ne) de korpo en ebeno θ = π/2 ,
v :=
√√√√ (dr/dt)2
(1− ρ/r)2 +
r2(dϕ/dt)2
1− ρ/r . (9)
Ni ofte perceptos, ke tiu v tre bone gˆeneraligas la skalaran rapidon de speciala relativeco, kaj
la skalaran Newtonan rapidon de korpo, en ebeno θ = π/2. Ekzemple, la Newtona rapido de
eskapo ekde distanco r de centra maso m estas bonkonate
√
2Gm/r ; kaj la responda relativeca,
4ekde la radiusa pozicio r, estas havebla el (8) kun E = 1, kaj estas v = c
√
ρ/r ≡
√
2Gm/r. Do,
ni nomos v kiel rapido. Vere, v rezultas el pli gˆenerala formulo, kiun ni prezentos en estonta
artikolo [7].
Atentu en (8), ke se korpo kun geodeza movado atingas r → ∞ kun v∞ 6= 0, do E =
1/
√
1− v∞2/c2, kaj do E > 1; ankau˘ atentu, ke restado en senlima radiusa pozicio (v∞ = 0)
estas geodezo kun E = 1. Kaj se geodeze movigˆanta korpo momente restas en iu limhava
radiusa pozicio r = b, do E =
√
1− ρ/b , kaj do E < 1 ; tiu pozicio estas tio de maksimuma
distanco de korpo al centra maso.
Interesas rimarki, ke esprimo E − 1 similas al Newtona totala energio. Fakte, en Newtona
gravito ni difinas la totalan energion Et de korpo kiel la algebra adicio de gˆia kinetika energio
(pozitiva) kun gˆia potenciala energio (malpozitiva). Se Et ≥ 0 (E ≥ 1 relativece), la korpo
povas forigˆi gˆis∞, tamen se Et < 0 (0 < E < 1 relativece), la korpo trakuras nur regionoj kun
r <∞.
5 Cirklaj geodezoj
Por studi cirklajn geodezojn de Schwarzschilda metriko (1) en ebeno θ = π/2, ni konsideras
r = konst en (7) kaj ricevas la tempe konstantan rotacirapidon ω := dϕ/dt ,
ωcirkgeod(r) = ± c
√
ρ
2 r3
, r = konst ; (10)
cˆar ρ = 2Gm/c2 tial ni konstatas, ke ωcirkgeod(r) formale koincidas kun la Newtona geodeza rezulto
±
√
Gm/r3. Vidu kurbon G en figuro 2.
Uzante (6) kaj (10) ni vidas, ke la konstanto h de cirkla geodeza movado valoras
hcirkgeod(r) = ±
√
r/(2ρ)
1− ρ/r , r = konst, (11)
kaj uzante (1) kaj (5) kaj (11), ni ricevas
Ecirkgeod(r) =
1− ρ/r√
1− 3ρ/(2r)
, r = konst. (12)
Atentu en (12), ke cirkla geodezo de korpo havas Ecirkgeod<1, kaj ekzistas nur se r>3ρ/2.
Fine, uzante (9) kun dr/dt = 0 , kaj (10), ni ricevas la tangentan rapidon de geodeza cirkla
movado kun radiuso r:
vcirkgeod(r) = c
√
ρ
2(r − ρ) , r = konst. (13)
Ni vidas, ke vcirkgeod(r)→ c se r → 3ρ/2. Tio signifas, ke nur lumo movigˆas geodeze en cirklo kun
tiu radiuso.
5Figuro 2: Strekata kurbo G montras la rotacirapidon ω de korpo kun cirkla geodeza movado
kun radiuso r , kiel (10). Plena kurbo L montras la plej grandan rotacirapidon ω de korpo
en cirkla movado kun radiuso r, kiel (14). Maksimumo punkto M = [3/2, 2/
√
27] de kurbo L
indikas bonkonatan geodezan cirklan movadon de lumo.
6 Cirklaj movadoj
Ni studos movadojn, geodezajn au˘ ne, kun θ = π/2 kaj r = konst, en Schwarzschilda metriko
(1). Malsimile al la Newtona kinematiko, la relativeca teorio limigas la rotacirapidon de tiuj
movadoj. Fakte, en cirkla movado kun radiuso r, la kondicˆo ds2 > 0 por movado de korpo
faras, ke la rotacirapido ω := dϕ/dt havu modulon plieta ol
ωlimo(r) :=
c
r
√
1− ρ/r . (14)
Tio estus la ω de lumo vojagˆanta kun rapido c en cirklo kun radiuso r. Kurbo L en figuro 2
montras la interesan funkcion (14). Atentu, ke paroj [r, ω] donante cirklan movadon de korpo
ekzistas nur sub kurbo L. Tiu kurbo ankau˘ montras, ke duo de valoroj de radiuso r de la cirklo
havas saman ωlimo. Por la sola radiuso r = 3ρ/2 , ωlimo(r) atingas maksimuman valoron
ωmaks :=
2√
27
c
ρ
. (15)
Vidu punktonM = [3/2, 2/
√
27] en figuro 2 . Cˆar (10) kun r = 3ρ/2 faras |ωcirkgeod| = (2/
√
27)(c/ρ)
same kiel (15), tial punkto M indikas luman geodezon. Indas komenti, ke en ordinaraj fizikaj
sistemoj tiu relativeca limigo |ω| ≤ ωmaks ordinare ne gravas, cˆar la materio generanta graviton
ordinare okupas tiun radiusan pozicion 3ρ/2.
Newtone, stango povas rotacii kun iu ajn rotacirapido ω cˆirkau˘ unu el gˆiaj ekstremoj, kaj
povas esti iom ajn longa. Tamen special relativeco limigas la longon al maksimuma valoro c/ω
tial, ke la ekstera ekstremo ne havu rapidon pli granda ol c. Plua limigo estas cˆe Schwarzschild
tial, ke la ena ekstremo ne havu rapidon c .
Fakte, la tangenta rapido de punkto r de stango kun rotacirapido ω estas
vcirk(r) =
rω√
1− ρ/r
, (16)
6Figuro 3: (a) Cˆiu kurbo montras parojn [r, ω] por cirkla movado kun la indikata tangenta
rapido. La horizonta streko indikas stangon rotaciantan kun rotacirapido ω = 0,125 c/ρ cˆirkau˘e
la centra maso, kaj kusˆante inter radiusaj pozicioj rmin = 1,016ρ kaj rmax = 7,25ρ . (b) Rapido
(16) de punktoj de stango en antau˘a figuro. Ambau˘ ekstremoj havas rapidon v → c, kaj la pli
eta rapido okazas en r = 3ρ/2 .
do la limigo v < c (ekvivalente ds2 > 0 en (1)) generas limigojn rmin(ω) < r < rmax(ω) .
Figuro 3.a montras kurbojn kies paroj [r, ω] havas la indikatan tangentan rapidon v. Gˆi
ankau˘ montras stangon radiuse kusˆantan inter radiusaj pozicioj rmin kaj rmax, kiun rotacias
kun ω = 0,125 c/ρ . Figuro 3.b montras rapidon (16) de punktoj de stango.
7 Komparo de propratempoj – cirkle
Ni komparas la tempan fluon de du normhorlogˆoj malsimile movigˆantaj. La unua movigˆas
cirkle kun radiuso r kaj rotacirapido dϕ/dt = ω = konst, supozata pozitiva. Lau˘ (1), la propra
intertempo post unu kompleta turno estas
∆τmov = (2π/ω)
√
1− ρ/r − ω2r2/c2 . (17)
La alia normhorlogˆo, restanta en tiu radiusa pozicio r dum la sama koordinata intertempo
∆t = 2π/ω, montras propran intertempon
∆τrip = (2π/ω)
√
1− ρ/r . (18)
Esprimoj (17) kaj (18) simpligˆas se ni uzas v = ωr/
√
1− ρ/r, la rapidon (16) de cirkle
movigˆanta horlogˆo. Tiuokaze,
∆τmov =
2πr
vγ
, ∆τrip =
2πr
v
, (19)
estante γ := 1/
√
1− v2/c2 . Cˆar γ > 1, tial ∆τmov < ∆τrip , tio estas, la tempo de la movigˆanta
normhorlogˆo fluis pli malrapide ol la tempo de la restanta normhorlogˆo.
Tiu rezulto koincidas kun tio de special-relativeco, ke ∆τ de movigˆanta horlogˆo estas plieta
ol tio de restanta horlogˆo, poste unu kompleta turno. Certe, la fakto ke la du horlogˆoj estas en
7gravita potencialo kun sama valoro estas baza por tiu koincido. Krome, ne gravas se la movado
estas geodeza, au˘ ne.
El ekvacio (17) oni povas kalkuli Doppleran faktoron inter du korpoj, cirkle movigˆantaj en
la sama ebeno, kun sama konstanta rotacirapido kaj malsamaj radiusoj. Fakte, dividante (17)
per gˆi mem kun malsamaj radiusoj, oni ricevas
Da→b =
√√√√1− ρ/ra − ω2ra2/c2
1− ρ/rb − ω2rb2/c2 . (20)
8 Kunaj cirklaj movadoj
Konsideru du normhorlogˆojn cirkle movigˆantajn kun sama rotacirapido ω := dϕ/dt = konst
en ebeno θ = π/2 de metriko (1), sed en malsamaj radiusoj r1 kaj r2. Lau˘ la Newtona kine-
matiko, la horlogˆo en cirklo kun plieta radiuso havas plietan tangentan rapidon. Lau˘ la special-
relativeco, tiu fakto farus ke gˆia propratempo fluu pli rapide ol tiu de la alia. Sed gˆi trakuras
regionojn kun plieta g00; lau˘ la gˆeneral-relativeco, tiu alia fakto farus ke gˆia propratempo fluu
malpli rapide ol tiu de la alia. Ni demandas: cˆu la du efikoj povas ekzakte ekvilibri?
La respondo estas jes. Por cˆiu valoro de ω, ni trovos ne-nombreblan kvanton da paroj de
radiusoj (r1,r2) tiel ke la propraj intertempoj ∆τ1 kaj ∆τ2 de la horlogˆoj estas samaj, post unu
kompleta turno. La graveco de tiu rezulto estas, ke lumaj signaloj igitaj el unu horlogˆo al la
alia ne havas Doppleran efikon.
Fakte, ekvacio (1) kun dr = 0 faras (dτ1)
2 = (1 − ρ/r1)(dt)2 − (r21/c2)(dϕ)2 kaj (dτ2)2 =
(1− ρ/r2)(dt)2 − (r22/c2)(dϕ)2 . Uzante dτ1 = dτ2 kaj ω := dϕ/dt okazas
r1r2(r1 + r2) =
ρc2
ω2
. (21)
Atentu, ke oni ankau˘ povus ricevi (21) farante Da→b = 1 en (20). Ekvacio (21) estas simetria
per sˆangˆo r1 ↔ r2 . Solvata, gˆi prezentas radiuson r2 kiel funkcio de radiuso r1 lau˘
r2 =
r1
2
(√
1 +
4c2ρ
ω2r31
− 1
)
. (22)
Uzante (10) en (21) ni konstatas, ke se movado kun radiuso r1 estas geodeza, do r2 = r1.
Ni ankau˘ atentas en (21), ke se r1 pliigˆas, do r2 plietigˆas, kaj reciproke. Oni konkludas ke,
se r1 estas plieta ol la geodeza radiuso, do r2 estas pligranda ol la geodeza radiuso. Figuro 4
remontras kurbojn L kaj G el figuro 2 kaj iom da paroj de radiusoj por speciala rotacirapido
ω = 0,125 c/ρ . Oni povas montri, ke rapido (16) de korpo en ekstera cirklo estas cˆiam pligranda
ol de korpo en ena cirklo, same kiel la parolado de la unua paragrafo de cˆi tiu sekcio.
9 Komparo de propratempoj – radiuse
Normhorlogˆo komence ripozanta en r = a > ρ estas subite ˆetata radiuse, eksteren, en geodeza
movado. Gˆi movigˆas gˆis la maksimuma radiusa pozicio r = b > a, kaj revenas al pozicio r = a.
Alia normhorlogˆo restas en radiuso r = a dum la tuta tempo.
8Figuro 4: Kurboj L kaj G el figuro 2 kaj kvar paroj (◦,⊗,⊕, •) de korpoj en radiusoj (r1 , r2)
el ekvacio (22), kun rotacirapido ω = 0,125 c/ρ; por cˆiu paro, la propratempoj de korpoj fluas
same. Speciale, atentu liman paron (◦) kun rapido c , kaj atentu paron r1 = r2 (•) kun geodeza
movado.
Ni demandas: en renkonto, kiu horlogˆo prezentas pligrandan varion ∆τ de propratempo?
La fakto, ke la geodeza horlogˆo movigˆas, dume la ne geodeza cˆiam restas, favoras ke ∆τgeod
estu plieta. Sed la fakto, ke la geodeza horlogˆo trakuras regionojn kun pligranda g00 favoras ke
∆τgeod estu pligranda. Do la demando ne posedas tujan evidentan respondon.
Cˆar la geodeze movigˆanta horlogˆo momente restas en r = b, tial vb = 0 , kaj do (8) faras
E =
√
1− ρ/b por gˆia movado. Tio en (5) okazigas (1− ρ/b)(dτ)2 = (1− ρ/r)2(dt)2 , ke uzata
en metriko (1) faras (memoru, ke ds2 = c2(dτ)2)
(dr)2
ρ/r − ρ/b = (c dτgeod)
2 ; (23)
integrante duapotencan radikon de (23) de r = a gˆis r = b aperigas ∆τgeod(ρ,a,b):
c∆τgeod =
√
b/ρ
(√
a(b− a) + b cos−1
√
a/b
)
. (24)
Dum tiu intertempo, la montro de la normhorlogˆo restanta en r = a antau˘eniras, lau˘ sekcio 2,
∆τrip =
√
1− ρ/a∆t , (25)
estante ∆t la koordinata intertempo dum la forirado de la vojagˆanta horlogˆo. Simile al (23),
pravigˆas
(dr)2
(1− ρ/r)2(ρ/r − ρ/b) =
(cdt)2
1− ρ/b , (26)
kio interrilatas tempan kaj radiusan koordinatojn de movigˆanta horlogˆo. Integrante la duapo-
tencan radikon de (26) de r = a gˆis r = b oni malkovras la intertempon ∆t . Uzante tiun ∆t
en (25) rezultigas la propran intertempon de la ripozanta horlogˆo
9c∆τrip =
√
1−ρ/a

√b/ρ−1(√a(b−a) + (b+2ρ) cos−1√a/b)+ 2ρ tanh−1
√√√√b/a− 1
b/ρ− 1

. (27)
Atentu, ke se b = a > ρ do ne estas movado, kaj do ∆τrip = 0. Atentu ankau˘, ke se la ejo de
ˆeto estas tre proksima al la radiuso de Schwarzschild, t.e., se a → ρ , do ∆τrip → 0 kvankam
∆t→∞ .
Intertempoj (27) kaj (24) estas nelonge prezentitaj per Grøn kaj Braeck [9]. Nek ili nek ni
sukcesis montri algebre, ke ∆τgeod > ∆τrip por iuj ajn valoroj de ρ < a < b. Tamen, numeraj
kalkuloj kaj tridimensiaj grafikaˆoj indikas tiun rezulton. Tio montras, ke la efikoj akumulitaj
per gravito en cˆi tiu movado estas pli fortaj ol la efikoj akumulitaj per rapido, kontrau˘e al okazo
de sekcio 7.
10 Dopplera faktoro en radiusaj movadoj
Luma fontomovigˆas radiuse en spacotempo (1), kaj eligas lumon el radiusa pozicio a > ρ. Tiu
lumo estas perceptata per observanto restanta en radiusa pozicio b > ρ. Ambau˘ okazoj a > b
kaj a<b estas pripensindaj. La angulaj valoroj θ kaj ϕ de pozicioj de eligo kaj percepto estas
samaj. Ni scivolas la Doppleran faktoron de percepto.
Same kiel en sekcio 3 ni faras, ke fonto eligu du sinsekvajn lumajn signalojn, en koordi-
natmomentoj t1 kaj t1 + dat , estante fonto en radiusaj pozicioj a kaj a + dar, respektive; kaj
dat > 0 . Cˆar la fonto movigˆas au˘ eksteren au˘ enen, tial ambau˘ okazoj dar > 0 kaj dar < 0 estas
konsiderindaj. Observanto restas en radiusa pozicio b, kaj ricevas la signalojn en koordinatmo-
mentoj t2 kaj t2 + dbt, respektive. Por uzo en esprimo (3) de Dopplera faktoro, ni kalkulas la
proprajn intertempojn dτa kaj dτb , respondajn al dta kaj dtb , respektive.
Uzante (1) kaj (9) kun dϕ = 0 kaj dθ = 0 oni ricevas, por movigˆanta fonto,
dτa =
√
1− va2/c2
√
1− ρ/a dat . (28)
Simile, por la restanta observanto en radiusa pozicio b, la intertempo dτb estas
dτb =
√
1− ρ/b dbt . (29)
Ni bezonas rilatigi dbt al dat . La ekvacio de movado de luma signalo en radiusa movado estas
havebla farante ds2 = 0 en linia elemento (1) kaj konsiderante dθ = 0 kaj dϕ = 0. Rezultas
c dt = ǫγ
dr
1− ρ/r , (30)
estante ǫγ = +1 se signalo movigˆas en pozitiva direkto de r , kaj ǫγ = −1 kontrau˘e. Ni integras
(30) por la unua signalo,
c
∫ t2
t1
dt = ǫγ
∫ b
a
dr
1− ρ/r , (31)
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kaj ankau˘ por la dua signalo,
c
∫ t2+dbt
t1+dat
dt = ǫγ
∫ b
a+dar
dr
1− ρ/r . (32)
Subtrahante (31) de (32) farigˆas
c(dbt− dat) = ǫγ
(∫ b
a+dar
−
∫ b
a
)
dr
1− ρ/r ≡ −ǫγ
∫ a+dar
a
dr
1− ρ/r , (33)
tio estas,
dbt = dat− ǫγ
c
dar
1− ρ/a . (34)
Ni povas skribi dar kiel funkcio de dat uzante v difinata en (9) kun dϕ/dt = 0:
va = ǫa
1
1− ρ/a
dar
dat
, (35)
estante ǫa = +1 se la fonto movigˆas en la pozitiva direkto de r en momento de eligo, kaj ǫa = −1
kontrau˘e, por ke va ≥ 0. Portante dar de (35) al (34), cˆi tiu ekvacio farigˆas
dat
dbt
=
1
(1 + ǫ va/c)
, ǫ := −ǫaǫγ . (36)
Kuna analizo de ǫa kaj ǫγ montras, ke ǫ = +1 se la fonto forigˆas de radiusa pozicio r = b en
momento de eligo de signaloj, kaj ǫ = −1 kontrau˘e. Kunigante (28), (29), kaj (36), ni fine
ricevas
D =
√√√√1− ρ/a
1− ρ/b
1− ǫva/c√
1− va2/c2
. (37)
Ni vidas en (37), ke se gravito ne estas, t.e., se ρ = 0, okazas
Dsr =
√√√√1− ǫV/c
1 + ǫV/c
, V := |dar/dt| ; (38)
cˆi tiu estas la rezulto proponita por special-relativeco.
Ekvacio (37) antau˘diras, ke kuna ago de va 6= 0 kaj gravito povas malaperigi Doppleran
efikon; fakte, se a > b do povas okazi D = 1 se ǫ = +1, tio estas, se la fonto foriras de pozicio
r = b en momento de eligo. Kontrau˘e, se a < b do povas okazi D = 1 se ǫ = −1, tio estas, se
la fonto proksimigˆas al pozicio r = b en momento de eligo.
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Ni nun kalkulas la Doppleran faktoron se la fonto estas tuje antau˘ b, au˘ tuje post. Por tio
ni faras a = b en (37) kaj ricevas
D =
√√√√1− ǫva/c
1 + ǫva/c
. (39)
Rugˆigˆo (D < 1) okazas se la fonto foriras de ricevanto (ǫ = +1) kaj violigˆo (D > 1) okazas se gˆi
alproksimigˆas (ǫ = −1). Ekvacio (39) similas al (38) de special-relativeco se va estas la rapido
V de fonto lau˘ la special-relativeco.
Se la fonto movigˆas geodeze kaj radiuse, kaj se a > b, do (37) estas skribebla multe pli
kompakte. Tiuokaze, nomu vb la rapido de fonto kiam gˆi pasas preter b, kaj nomu va la rapido
kiam gˆi pasas preter a. Cˆar la konstanteco de E en (8) implicas
√
1− ρ/a√
1− va2/c2
=
√
1− ρ/b√
1− vb2/c2
, (40)
tial (37) simpligˆas al
D = γb(1− ǫva/c) , γb := 1/
√
1− vb2/c2 . (41)
Ekvacio (41) validas ankau˘ se a < b, kondicˆe ke
√
(1− ρ/a)/(1− ρ/b) ≥
√
1− va2/c2 ; cˆi tiu
estas necesa kondicˆo por ke fonto pasu tra la radiusa pozicio r = b.
Ni gˆeneraligas (37) por okazo de ankau˘ observanto radiuse movigˆanta. Kalkulante kiel
antau˘e ni ricevas
D =
√√√√1− ρ/a
1− ρ/b
√√√√1− ǫva/c
1 + ǫva/c
√√√√1− ǫ′vb/c
1 + ǫ′vb/c
, (42)
estante ǫ′ = +1 se observanto foriras de radiusa pozicio r = a en momento de recepto de
signaloj, au˘ ǫ′ = −1 kontrau˘e, kaj estante vb la rapido (9) de observanto en momento de
recepto.
11 Apliko al Tero
Ni aplikas nun iom da niaj teoriaj rezultoj al movado de satelitoj orbitante Teron. Unue,
ni kalkulas radiuson de orbito de geodeze Tero-staranta satelito. Cˆar Tera rotacirapido estas
ωT = (2π/86.400) rad/s, kaj Schwarzschilda radiuso de Tero estas ρT = 2GmT/c
2 = 9×10−3m,
tial el (10) oni ricevas rgeod = 42 × 106m. Uzante tiun rezulton kaj (20) oni povas kalkuli
la Doppleran efikon observatan en Tero (rT = 6 × 106m) el geodeze Tero-staranta satelito:
Ds→T ≈ 1 + 6× 10−10 (violigˆon).
Nun ni kalkulas radiuson de orbito de ne-geodeza satelito kun la sama rotacirapido de Tero
kaj sen Dopplera efiko kiam vidata de Tero. Uzante la superajn valorojn en (22) oni ricevas
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r2 = 151×106m. Atentu, ke esperinde tio estas pli granda ol radiuso de geodeze Tero-staranta
orbito; ankau˘ rimarku, ke tio estas pli eta ol la distanco Tero-Luno.
Du fresˆdataj artikoloj enhavas kelkajn el niaj rezultoj. Fakte, iom da cirklaj movadoj en nia
sekcio 7 estas ankau˘ priskribitaj en [10], kaj la radiusaj movadoj en nia sekcio 9 estas studitaj
en [9]. Same kiel ni, tiuj artikoloj komparas ∆τ , sed cˆi tie ni plu analizas Dopplerajn efikojn.
En estonta artikolo [7] ni studos plurajn difinojn de intertempo en arbitraj spacotempoj en
gˆeneral-relativeco, kaj generaligas iom da rezultoj de cˆi tiu artikolo. Estas interesa ankau˘ detale
studi malkune la kontribuojn de special-relativeco kaj de gˆeneral-relativeco al rezultoj de cˆi tiu
artikolo.
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